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Hoofdstuk 5, Oplossen van algebraische en transcendente vergeligkingen

0. Inleiding

Voor literatuur zie NPL's Modern Computing Methods, Hoofdstuk 6. In dit
hoofdstuk gaan we ons bezig houden met het numeriek oplossen van verge=
1lijkingen met é&n onbekende, Men spreekt van wortels van een vergelijking
of ook nulpunten van een functie, Eerst zullen wij proc&dé‘'s behandelen,
die bruikbaar zijn voor willekeurige continue functies, daarns beschouwen
we meer in het bijzonder proc&dé’s ter bepaling van nulpunten van poly=-

nomen, m.8.W. wortels van algebraische vergelijkingen. Ter inleiding een

0.1 Voorbeeld, Berekening van vierkantswortels,

Zij gevraagd x = Ve,

We zoeken p en q zodanig, dat a = pg, bijve p = 1, q = a, maar liever nog

20, dat p en q dicht bij elkaar liggen. Als p = g, zijn we klaar, want dan
geldt x = po Als p # q, vinden we een betere schatting door het gemiddelde
te nemen: m = (p+q)/2. Bij deze m, die te groot is, vinden we een schatting
die te klein is, door m op a fe delen: h = a/m.

Blijkbaar geldt: hm = a, dus h en m kunnen de rol van p en g overnemen,

Met deze nieuwe p en q herhalen (oftewel "itereren") we bovenstaand reken=-
schema, totdat h en m 286 dicht bij elkaar zullen komen, dat voldoende pre=
cisie bereikt is, Dit iteratie=~proces moge worden toegelicht met het volgen-

de voorbeeld en bijbehorend plaatje,

Voorbeeld, Gevraagd x = VE&

p q

1 2

4/3 3/2 = 1.5

ak/ 17 17/12 = 1. 4167
577/408 ~ 1.4142157

Vergelijk V2' & 1,414213562373,
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0 P h m q

Dit iteratie~proces convergeert zeer snel; in elke stap wordt het aantal

correcte cijfers ongeveer verdubbeld. Dit heet ;ng;gﬁéﬁqunpppygpxhpp}gc

Het proces zal blijken te zijn de methode van Newton (zie onder).
0.2 Iteratie

Het bepalen van wortels van niet-lineaire vergelijkingen geschiedt meestal
iteratief, Daarom nu iets over iteratie in het algemeen,

Een proces heet iteratie-proces, als het bestaat uit het herhaald uitvoe=

ren van een bepaald rekenschema, de z.gon. "iteratie~stap". Preciesers:

Men gaat uit van een startwaarde X, (ook beginschatting genoemd). Daarna

wordt voor i = 0, 1, 25 cc. de i-de iteratie-stap uitgevoerd, welke behelst

het berekenen van s 01 uit X: 0 Deze X heten "iterates™ of "iteratie=waarden".

Een iteratie=proces heet convergent als lim x; bestaat.
b Rl

Indien het proces voldoende snel convergeert, wordt de iteratie vooftéézet,
totdat de limiet-waarde in de gewenste precisie benaderd is,

Het kan zijn, dat in de i=de iteratie=stap voor de berekéning van X, . niet
alleen x., maar ook oudere iteratie~waarden nodig zijn, Dan heeft men natuur-
1ijk ook meer dan één startwaarde nodig (zie bijvoorbeeld Regula falsi).

In dit hoofdstuk zijn de iteratie-waarden en de gezochte limiet steeds (reéle
of complexe) getallen, Het kunnen echter ook vectoren zijn (zie blz. 146) of

zelfs functies (bijv. bij het oplossen van differentiaalvergelijkingen),

Convergentie=snelheid

Een maat voor de convergentie-snelheid is de z.gon. orde van het iteratie-

proces, Zij o de gezochte limiet en Gi =X, -0 de fout in de i=de iterate,

&
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Als nu op den duur (voor voldoende grote i) bij benadering geldt:

voor constante C en m, dan heet m de orde van het proces.

Als m = 1 of 2 spreken we ook van lineaire resp. guadratische con=
L )

vergentie, Bij lineaire convergentie is ook de convergentie=factor

C van belang,

1. Bisectie
Deze methode gaat uit van de

Tussenwaarde=stelling. Een continue functie neemt in een interval (a,b)

elke waarde tussen f(a) en £(b) aan,

In het bijzonder: als f(a) en f(b) tegengesteld teken hebben, dan heeft

f tussen a en b een nulpunt, Op grond hiervan kan van een continue functie

f die in a en b tegengestelde teken heeft, een nulpunt bepaald worden als

volgts

Neem het midden van het interval: m = (a+b)/2 en bereken f(m)., Er zijn drie

mogelijkheden:

1) f(m) = 0, dan is m dus een nulpunt;

2) £(m) » £(a) > 0, moaow, £lm) » £(b) < 0, dus nu ligt er een nulpunt
tussen m en b, Vervang nu a door m en itereer, d.wW.z. herhaal het boven=
staande met de nieuwe a en bj

3) £(m) . £(a) < 0, dus dan is er een nulpunt tussen a en m., Vervang dan b

door m en itereer,

Dit proces heet bisectie, De iterates x; zijn hier de opeenvolgende midden=
punten m, Bij elke stap wordt de lengte van het te beschouwen interval ge=-

halveerd, Het proces convergeert dus altijd en lim 3 is een nulpunt van f.
i-»m
(Dit proces kan zelfs als bewijs van de tussenwaarde-~stelling dienen,)
De convergentie is lineair met convergentie-factor %m Moa,W, elke stap le=
3 )

vert &én bit (= bineair cijfer) meer precisie, Daar 210 2~ 10°, gebruiken

we de vuisteregel, dat elke 10 bisectie-stappen een winst levert van 3 deci-
malen,

&
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2, Lineaire (inverse) interpolatie = Regula falsi

Bij bisectie is de enige informatie, die we aan de functie ontlenen, het

teken, Bij lineaire interpolatie gebruiken we ook de waarde., Deze methode
gaat uit van de onjuiste sanname (vandaar "regula falsi") dat de functie

lineair is, Laten twee iterates met bijbehorende functie=waarden

(xi,1°fim1) en (xi@fi) gegeven zijn, Dan wordt het snijpunt x. ., ven de

lijn door deze twee punten met de x=as bepaald:

X=X,

X = x ”Mf
it1 7L f.=f, i°

1 Tl

o o0 X, nodig, Dit proces gebruikt in

elke stap de twee laatste iteratie-waarden., Helaas convergeert het niet

Hierbij zijn dus twee startwaarden x

altijd, maar als het convergeert, convergeert het wel snel.

2,1 Stricte interpolatie

Een veilige, maar veel langzamer convergerende methode krijgen we, als we
in elke stap interpoleren tussen twee iterates, wier functie-waarden tegen-
gesteld van teken zijn. Dit heet interpolatie in stricte zinj als de ge=
bruikte functie=waarden hetzelfde teken hebben spreken we soms van extra=-

polatie,

2.2 Voorbeelds f(x) = x5 = 6x° + 11x = 6 = (x=1)(x=2) (x=3) s

Startwaarden: x, =k en X, = 205
x £(x) Ax
L 6 o
2.5 =375 +,09
2.6 =5 38L +,08
207 =357 +,07
2,8 =,288 +,05
209 =0 171 +,030 (x,-3)11(3)
2093
o /i ; ¥
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Dit convergeert langzaam, omdat we voor de stricte interpolatie steeds

het oude punt x. = 4 moeten gebruiken, Extrapolatie tussen 2.8 en 2,9

0
zou leveren Ax = +,146, dus x = 3,046, een veel betere benadering.

2,3 Convergentie=snelheid

Wij beschouwen earst de stricte interpolatie., Hierbij geldt, dat voor de

berekening van X.
r g van Xx. .

oude iterate, die onder omstandigheden (zoals in bovenstaand voorbeeld)

worden. gebruikt de laatste iterate X. en een vrij

constant blijft en die we voor het gemak x,. noemen, Noemen we het nule

0
punt o en ontwikkelen we f in een Taylorreeks om a, dan krijgen we

X, = X
1

Xipq = @ F X5 = O = g f,
1 0

(XO = xi)(f“(a)(xi = a) + aoe)

= xi-m &= fo ki f’(a)(xi w o) +* soo
(x, = a)f'(a)
= (x; - u)[? - A + 0(x; = a)2]°

Dus voor zo grote i, dat Gi =X =0 klein genoceg is geldt:
- a)f'(a)

o
o

(x
0

Dit proces convergeert dus lineair en soms nog langzamer dan bisectie,

In bovenstaand voorbeeld zou de convergentie=factor worden
(x, = 3)£7(3)
1 = = 2/30

fo

Nu beschouwen we de eerste geschetste gevaarlijke methode, waarbij in elke
stap de twee nieuwste iterates worden gebruikt en vragen: "Als het proces
convergeert, hoe snel dan?" We zetten de bovengenoemde Taylor-reeks nog

een term verder voort en krijgens
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f.

o = X
izl
f. 1l

1=

X
i+1 i f. =
i

(xi = ximi)(f"(u)(xi - a) + %f"(a)(xi = a)2 + o60)

i ‘tv TR o s
i (xi - xinj)(f (o) + 3f (a)(xi @+ X a) + soo)

1

- %f"(a)(xiu‘l o= Ct) + oob
(xi = d.) fv(a) + oo °

Ofwel, als i groot genoceg is en f'(a) # 0 (m.a.w. & is een enkelvoudige
wortel):

- f"(u) 6 6
i+17~ 2F (@) i i=1°

Om de orde m van het proces té bepalen, stellen we §,

= C 6? en ‘riemen de
1+1 1

logarithmes

£"(a) 1

1
lnC+m.ln5i-ln(2f a)+ln5i~=;1-lnc+~ﬁlnﬁio

Omdat 1n Gi naar =* gaat, mogen we alle constante termen verwaarlozens
mln 8§, 4 1n 6. +alln S.,
i, i m i 19
Ofwelm =m = 1 =0, dusm=«-é-:c§=ﬁ‘°
Als het proces convergeert, is alleen het + teken bruikbaar en we vinden

dus voor de orde van dit proces:

Gelukkig is het mogelijk de lineaire interpolatie zodanig uit te voeren,
dat zij veilig is en op den duur convergeert met orde 1.6, Bij het hand=-
rekenen vindt men meestal wel de juiste tactiek, maar deze tactiek te
programmeren 1s lastiger,

Wij veronderstellen, dat er twee startwaarden Xy en x, zijn waarvoor geldt
f(xo) o f(x1) < 0, In elke iteratie=stap bewaren we 3 punten, nl, a = de
voorlaatstey, b = de laatste iterate en ¢ = het laatste contra=punt,; dat

is de laatste iterate, waarvoor f(c) , f(b) < O,

Het veilige interval is dus (c,b). Voor de interpolatie worden gébruikt

a en b, Ligt het resultaat niet tussen ¢ en b, dan wordt dit verworpen
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en dan kan men strict interpoleren tussen c en ® bf9 nog beter, gewoon

het gemiddelde van ¢ en b nemen.

Tenslotte nog een kleinigheid., We moeten constateren, dat de gewenéte
precisie bereikt is. Bij het handrekenen ziet men dit wel, In een
machine=programms moeten we, als de iterates te dicht bij elkaar komen,
een stapje € opzij gaan, om de teken~omslag te constateren, '

Een en ander is beschreven in de Algol-procedure AP 230, van het Mathe=

matisch Centrum (zie onder).

Voorbeeld, x = @ 2 uit de vergelijking x3 = 2 = 0,

x £ o Mx

i =1

165 +1,375 =,29

1,21 ~+228LL - +,0413
1,2513 =, 040TTS +,00897
1,2603 +,00180518 =,0003816
1,2599 184

Vergelijk 9 2 221.,2599210,



commentd AP 230

ZERO:= x:= & zero of £x between a and b, The expression fx

must depend on %X and have different signs for x = a and x = b,

In array e[1 : 2] one must give the relative tolerance e[ 1] and the
sbsolute tolerance e[2], both of which must be positive. The method is
a combination of linear inter— and extrapolation and bisection, pro—
ceeding as follows: Starting from the interval (a, b), ZERO constructs
a sequence of shrinking intervals {c, x), each interval having the
property that £x has different signs in its end points. If necessary,
¢ and x are interchanged, in order to ensure that fx has the smaller
absolute value in x. Subsequently, either interpolation using ¢ and x
or extrapolation using x and e point outside (c, x) takes place, yiel—
ding a new iterate i. If abs (i — x) is too small, i is moved slightly
towards ¢. Furthermore, the new iterate is accepted only if it is si-
tuated in the x~half of (c,x), otherwise it is replaced by the middle
m of the imberval. The process ends as soon as the interval (c, x)
has a length < 2 X (abs (x % e[1]) + e[2]). For a simple zero this
process is of order 1.6

real procedure ZERO (x,a,b,fx,e); value a,b; real x,a,b,fx; array €;

begin real c,fa,fb,fc,m,i,tol,re,ae; re:= e[1]; ae:= e[2];

Xi= a; fai= fx; x:= b; fbi= £x; goto entry;

1

goon: if abs (1 —b) < tol then 1:=Db + sign (c - b) X tol;
x:= if sign (1 —m) = sign (b — 1) then i else m;
a:= b; 1‘.’&1':=-1 fb; b= x5 fbi= £x3
if sign (fc) = sign (fb) then
entry: EE.%.E’; c:= aj; fci= fa end;
if abs (fb) > abs (fc) then
E.?.é.iﬁ a:= p; fa:= fb; bi= cj fb:= fe; ci= a; fei= fa _635123
m:= {b +¢c) / 2;
i1= if fb — fa 4 O then (a X fb — b X f2) / (fb — fa) else m;
tol:= abs (b X re) + ae; if abs (m — b) > tol then goto goon;
ZERd:: Xi= Db

end ZERO;
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QEgaven

85 a) Schrijf een procedure of functie~procedure in ALGOL 60, die een
nulpunt van een functie bepaalt door middel van bisectie in een
voorgeschreven precisie, De heading zou kunnen luidens

"real procedure BISEC (a, b, f, eps, alarm);

value a, b eps; real a, b, eps; label alarm; real procedure f3"

b) Schrijf hieromheen een programma, dat met behulp van deze proce=
dure enige nulpunten berekent in 3 decimalen nauwkeurig. Kies zelf
een geschikte vergelijking en bijbehorende a en b, bijv., de verge=

lijking tg(x) = x,

86) Bereken met behulp van lineaire interpolatie in 5 decimalen de reéle

wortels van

2X = 5 = 0

»
§

x° = 3x = b sin® x = 0

>
8

9x2 + 18x = 6 =0

x5 = 5 = 0,



3, Formule van Newton

Bij gebruik van deze formule gaat men uit van een schatting X, van het
nulpunt, trekt de rasklijn aan de kromme en snijdt deze met de x=as,
Het snijpunﬁ is de volgende schatting en men itereert dit,

De iteratie-formule luidt dus
. . f(xi)
i+l 71 £ X

3.1 Voorbeeld, nogmaals de vergelijking x> -2=0

x £(x) £1(x) Ax

1 -1 3 +(%

163 +5 197 5,07 =,039
1,261 +,00514258 4,77036 =,001078
1.259922

Vgle V2'= 1,2599210,

Ook Newton-iteratie convergeert niet altijd. Zelfs bij polynomen kan het
voorkamen, dat men in het oneindige terecht komt of in een cyclus

(bijve x = Xi) blijft hangen. Convergentie is verzekerd als tussen

nulpunt :Zzschatting de functie convex is (d.W.z., met de bolle kant naar
de x=as gekeerd). Dit is het geval als tussen nulpunt en schatting

f(x) o £"(x) » 0, (Bijvoorbeeld geldt dit voor polynomen met uitsluitend
re&le nulpunten, met schatting groter dan het grootste of kleiner dan het

kleinste nulpunt.)

3.2 Convergentie=snelheid

We ontwikkelen f weer in een Taylorreeks om het gezochte nulpunt o
= Pt 1 on 2
f(X) = f (&)(X = Q) *‘5 £ (G)(X e a) + so0

fa(X> = f”(a) + f"(a)(x = Q) * 000 o
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1
° o PV b 000
£7(a) + 5 f (a)(xi a) +

fﬂ(a) * FWY“)(xi = G) *+ a0

]
B

=]
i

(xi = a)(] =

1wy - @) + o
(x; = a) T7(a) + I {a)(x; = &) + seo °

[1}

Stel nu £'{a) # 0, moca.w, o zij een enkelvoudig nulpunt. Dan

_(a) 5 3
X409 = O = SPTST (%5 = @) + 0lx; = a)7y

2 . . .
Mo&oWo 65;M w2 C Sig dus voor een enkelvoudig nulpunt is Newton's iters=-

tie=-proces kwadratisch convergent, (Bij elke stap wordt het aantal goede
cijfers ongeveer verdubbeld.)

Stel vervolgens f£°{a) = 0, maar " (a) # 69 MoaoW, & zij een dubbel nule
punt. Dan geldt:

= o 2
Xipq = 8 =3 (x5 = a) + 0(x; = a)7,

Mo &oWo éi+15&‘% Gig dus nu is het proces lineair convergent met factor«%o

Verﬁelijking lineaire interpolatie met Newton

Vergelijken we nu deze twee processen voor het vinden van een enkelvoudig
nulpunt. Newton's proces is van de orde 2 en lineaire interpolatie van de
orde 1.6, Wat praktisch het gunstigste is, hangt echter af van de hoeveel=
heid rekenwerk, nodig voor het. berekenen van f°(x). Er zijn twee belang=
rijke gevsllens ) ’

ie) De berekening van f£°(x) kost vrijwel niets (bv, als f een oplossing is
van een differentiasalvergelijking), Dan is Newton's proces gunstiger, omdat
dit proces van hogere orde is,

2e) De berekening van f'(x) kost vrijwel evenveel als de berekening van

f(x), (Dit is bv., het geval bij polynomen van nit al te lage graad.)

Noemen we de berekening van een waarde f(x) of f'(x) een evaluatie, dan
vergt lineaire interpolstie dus &én evaluatie per stap en Newton twee, Per
evaluatie is Newton dus effectief van de orde V2 % 1.4 dus iets minder
snel, dan linesire interpolatie.

&
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3.3 Combinatie van veiligheid en snelheid

Ock Newton’s formule kan op een veilige en snelle wijze worden uitgevoerd,
indien twee punten bekend zijn, waar de functie tegengesteld teken heeft,
Men moet dan, evenals boven geschetst voor lineaire interpolatie, een vei=
lig interval bijhouden en elke Newton=stap alleen accepteren als zij een
iterate binnen het veilige interval levert. Zo niet, dan kan men weer het

gemiddelde nemen (zie opgave 89).

i, Inverse interpolatie van getabelleerde functies

Voor een nulpunt van een functie f geldt f(z) = 0, m.a.We 2 = f’j(o)o We
kunnen fm‘j door een polynoom benaderen en interpoleren, Bij argument O
vinden we dan een benadering van een nulpunt 2z,

Als f door een equidistante tatel gegeven is, is dit niet aantrekkelijk
1e) omdat we dan alle voordelen van de equidistantie kwijt zijn, 2e) omdat
soms £~ veel minder op een polynoom lijkt dan f, zodat geen redelijke
precisie verkregen wordt (zie ook blz, 60). Beter is het de getabelleerde
functie f zelf door een polynbom te benaderen en van dit polynoom een nul-
punt te bepalen, bijvoorbeeld met regula falsi, Natuurlijk starten we hier

met een tabel~interval, waar de functie teken=-omslag vertoont.
.1 Voorbeeld formule van Bessel

£(x_ + ph) = £+ pd; + B (p)(62 + 62) + B_(p)6> + se0 o

0 0 i. e 0" 1 35
Wij zoeken p 20, dat f (xO + ph) = 0, Laten X, en fi tabel=argumenten en
-~waarden aanduiden, waar p; de successieve iterates zijn met de starte

waarden p, = 1 en p, = 0, Lineaire interpolatie levert
p2 = ﬂfo/a%o
Vervolgens berekenen we f%(xo + pgh) en zetten de volgende stap. Het

tabel-interval is vaak zo fijn, dat we de helling van de interpolatie=

lijn constant gelijk aan 1/6% mogen houden,
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Dus

o
il (xo + pih,)

Pigy 5 P17 3

1
2

2 2 3
= fo - BQ(Pi)(60 + 51) Ll B;{(Pi)sé = o000
T °

ol

Men zal zien, dat na een paar iteraties de bijdrage
2 2 3
. + . + o

niet meer verandert: men heeft dan p gevonden,
(Het proces convergeert lineair, maar snel, want de convergentie=factor

is klein,)

Bij voorbeeld vierde nulpunt van Besselfunctie Jo(x)

x 3, (x) 5 82 &3 &

11,k =,09021450

11.5 =,06765395

11,6 =, 04461567

11,7 =,02133128 + 1406 + 181
+ 2329845 . = 23024

11.8 +,00196T17 «21618 + Lo2

11,9 +,0250L494L
12,0 +,04768931
1261 +,069666TT

De hogere differenties blijken (voor Bessel’s interpolatie) verwaarloos-
basar.

Py = = fO/G%su +02133/,02330 & 9155
2 2
Bg(pz)(éo + 61) + o002 000000516

Dit levert Py 09153450 Hierna nog slechts een subtiele veranderings

2 o
32(93)(50 + 6%) + s00 & o00000515

P, = .9153L458
Vergelijk vierde nulpunt van Iy % 11,7915344391,

&



164

~ Opgaven

87)

88)

89)

90)

a) Hoe luidt de formule van Newton voor de vergelijking

xf = a =07

Toon aan dat de formule convergeert, als r # 0, a > 0O en Xq > 0,

Noem gevallen, waarin geen convergentie optreedt.

b) Belangrijke bijzondere gevallen zijn r = 2 en r = =1, Laat zien,
dat de formule voor r = 2 equivalent is met de formule, behandeld
in voorbeeld (0,1),
Bereken met de formule voor r = =1 ("delen zondér delen") het quo=-

tignt 1/.25 uitgeande van de startwaarde %y = 1o

Schrijf een programma, dat met behulp van procedure ZERO (pag. 158)
een nulpunt bepaalt van een polynoom van oneven graad. Laat de tole=
rantie zijn een gegeven ¢ maal de som der absolute waarden der poly=-
noom=co8fficisnten, De invoer-—gegevens voor dit programma zijn duss
de precisie ¢ en de graad en coé€fficiénten vén het polynoom,

Stel de gegevens op voor de polynomen‘van opgave 86 en voor het poly=

noom 5 ’4 3

2
X = X = X~ = X = X = 1o

Doe de berekening tevens met de hand om de resultaten van hand=- en
machine=berekening te kunnen vergelijken, Laat het programma hiertoe
de nodige tussen-resultaten uittypen, om de stappen te kunnen verge=

lijken,

a) Schrijf een Algol-procedure, dat het procédé, beschreven in (3.3),
uitvoert en eindigt met een interval ter lengte 2 x tol (vergelijk
procedure ZERO, pag. 158). De heading zou kunnen luiden:

"real procedure Newton (a, b, £, Df, €);

value a, by real a, by array e; real procedure f, Dfj

b) Schrijf hieromheen een programma, dat met deze procedure een nul=
r o . ° s
punt berekent van X = a voor enige waarden van a en r in 5 cijfers

nauwkeurlg.

Bereken de re&le wortels van de vergelijkingen genocemd in opgave 86,

maar nu met de formule van Newton,
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5. Inverse interpolatie=formule van Muller

Bij lineaire interpolatie, wordt de gegeven functie f in elke stap
benaderd door een polynoom van de eerste graad. Hier gaan we uit van
een benaderend polynoom van de graad twee, Laten gegeven zijn 3 basis=

punten Xye Xqp Xpo De interpolatie-formule van Newton op deze basispun=

2
ten, evenwel toegevoegd in omgekeerde volgorde, luidts

£ (x) = f[xzj + fExﬁexal(x'w x2) + fExogx,!,xgj(x - x2)(x - X‘B)°

Van deze f%é gaan we nu een nulpunt x3 berekenen,

Stel ter vereenvoudiging

By =%, = X5 8y = Ty 0= Ty 4 = hy/hy o

Dan krijgen wes

A, A, &, h (h,+h)
Sl 1 R 0 22 1
500461 f(X)’-f L) +(m-!«=m- = S-S g |
3 2 h% 2 h1 ho ho + h1
h, + h1
Vermenigvuldiging met A = 1 4 d1 levert:
0

2 2 2 _
5,002 (1 + a,)f, + 1+ 24,)8, - 4, AO'_[c';l2 + (3,8, = a,78)a," =0

Dit is een vierkantsvergelijking in 4., Om convergentie te krijgen,

20
kunnen we het beste de absoluut kleinste wortel kiezen,

5.1, Intermezzo over de vierkantsverggliiking

De vierkantsvergelijking ax2 + bx + ¢ = 0 heeft twee wortels volgens Ge

bekende formule

mba&;\lbgmhac

2a

X =

Wanneer |ac| << !b2!a dan zullen voor de absoluut kleinste wortel cij=-
fers in de teller wegvallen, Om dit te vermijden, berekent men eerst de
absoluut grootste wortel X0 volgens bovenstaande formule. Dus, als

a, b, ¢ reéel zijn:
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_ b+ sen(b) dbg = lag
-7 28, ’

50?01 X1

waarbij sgn(b) = 1 als b > 0 en =1 als b < 0,

Vervolgens berekent men de andere wortel X5 door X5 op het product te

delens

50162 X2 = C/a/xjo

Is men alleen geinteresseerd in de absoluut kleinste wortel Xpt dan

berekent men deze direct als volgt:

5513 X, =

2¢
p ==
b + sgn(b) Jbg - hac

5,1.4 Complexe arithmetiek

Zijn a, b, c niet reel, maar complex, dan kiest men het teken van
r = Vbz - hae 25, dat in het complexe vlak de vectoren horende bij b

en r een niet stompe hoek maken-

5.2, Formule van Muller (vervolg)

Van vergelijking (5.0.2) willen we alleen de absoluut kleinste wortel
hebben., Deze berekenen we daarom volgens formule (5.1.3) (althans zolang
de zask redel blijft)s

i ?(?”f di)fE

b+sgn(b)Vb2mh(‘3+d)(dA -d2A )fj
17217 1 70’72

L 2
waarbij b = (1 + 2d1)A1 - d, 850

Dit is de formule van Muller,
In het geval van complexe arithmetiek wijzigt zich deze formule in zoverre
dat het teken van de wortelvorm wordt gekozen volgens opmerking (5.1.k4).

Uit deze d2 worden dan h2 en x_ verkregen volgens:

3
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Vervolgens worden x09 x19 X, vervangen 4door resp. Xyp X x39 de functie=
waarde in het nieuwe puntix2 wordt uitgerekend en dan is men gereed voor

de volgende iteratie=stap.’

5.3. Convergentie=snelheid

Muller's proces cohvergeert niet altijd. Noemen we de fout weer
51 =%, = O waarbij o een nulpunt is, Op analoge wijze als in 2.3,
vinden we nu het volgende.
Indien Muller's proces convergeert naar een enkelvoudig nulpunt o,
dan geldt op den duur

£191 ()

81017 =TT 01 $i-1%i00

De convergentie-~orde m is gelijk‘aan de grootste wortel van de verge-

1ijking m3 = m? -me=1=0, dus m = 1,84,

5.4, Voordelen van Muller'’s methade

1) Geen afgeleiden van f nodig (evenals lineaire interpolatie),

2) Hoge convergentie=~orde.

3) Uit gaande van reele start=waarden duikt dit proces op natuurlijke
wijze in het complexe vlak,
In tegenstelling tot lineaire interpolatie en Newton, kan deze

formule worden gebruikt om complexe nulpunten te bepalen,

ggaﬁaven o

9?% De confluente formule van Muller gaat uit van drie samen=vallende
basispunten (vgl, pag. 6U4). Moa.w, £° is het quadratische polynoom,
dat in &&n punt 3 met f functie-waarde en 1° en 2° afgeleide gemeen

heeft, Leidt voor dit geval af de formule voor X.

141 zijnde het dichtst

bijzijnde nulpunt van £,



168

92) Bereken uit de volgende tabel zo nauwkeurig mogelijk het nulpunt
x Jo(x)'

2,0 +,22389 07791
2,1  +,16660 69803
2,2 +,11036 22669
2,3 +,05553  9T8LL
2,4  +,00250 76833

2,5 =,04838 37765
2,6 =,09680  L9shk
2,7 =o1k2hh 93700
2,8 =,18503 6033k4
2,9 =.22431 15458

93) Zij gegeven de volgende tabel van I'(x) en van ¥(x) = & 1n (r(x))

dx
x r(x) ¥(x)
1,445  ,88572 23397 «,01621 81479
1,450 ,88566 13803 =,01131 64226
1,455  ,88562 20800 -,00643  T293L
1,460  .88560 43364 =,00158 05620
1,465 ,88560 80495 +,00325 39677
1,470 88563 31217 +,00806 64890
1,475  .8856T 9hL575 +,01285 71930
1,480 8857k 69646 +,01762  6268L

Bepaal uit deze tabel zo nauwkeurig mogelijk het nulpunt s van y(x)

en het bijbehorende minimum I'(s) van de T'=functie,

94k) Schrijf procedures ter berekening van
a) het product van twee complexe getallen,
b) het quoti&nt van twee complexe getallen,
¢) de vierkantswortel wit een complex getal,
Schrijf hieromheen een programma, dat de wortels van een vierkants=-
vergelijking met complexe co&ffici&nten berekent. De coéfficiénten wor-
‘den ingelezen van de band (bve.: "al 3= read"), De gevonden wortels worden

geponst op een band (bv, met "punch (x1)"),.
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6. Iwee vergelijkingen met twee onbekenden

Van de boven besproken formules laast die van Newton zich het gemakkelijkst
uitbreiden tot een stelsel van n vergelijkingen met n onbekenden, We be-
perken ons hier tot n = 2,

Zij gevraagd x en y zd, dat
flx,y) =0 en glx,y) = 0,

De Taylor-reeksen van f en g om het punt (xi”yi) luiden, als Ax = X = X, en

Ay =y = Vie aldus:

' of of
f(X,y) &= f(xiﬂy:i) + “5‘;{":" Ax + "5;‘:' Ay + so00 = 09
1 1
= Oo

o~ og 35
g(xgy) > g(xiay’i) + axi Ax + ayi by ¥ ooo0

We verwaarlozen de termen van hogere orde, m.a.w., £ en g worden vervengen

door lineaire functies (men spreekt ook van "linearizeren” van het probleem),

Zo krijgen we het volgende lineaire stelsel

of af .

S 0x g by = ~flxy;)
1 1

&L u%nn =

1

De matrix J van dit stelsel heet matrix van Jacobi,

Schrijven we fi = f(Xigyi)s g; = g(xi.yi) en

D = det (J)=:gm03£~,2£.o.§£_

ayi Byi Bxi°

dan luidt de oplossing

_ af 2g
Ax (gi oy - f3 ayo)/D
i i
= 8. ., 2L
by (fi Bxi i axi)/D°

Met deze 4Ox en Ay verkrijgt men nieuwe iterates Xspq = X5 b A%, Yiuq =95 * Ay
waarmee men het proces herhaalt. Men start met gekozen startwaarden Xge¥qe
Evenals Newton voor een enkele vergelijking, convergeert dit proces niet

altijd, maar indien het convergeert, is de convergentie~orde quadratisch,
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To Wortels van Algebralsche Vergelijkingen

Elk der bovengencemde methodes is bruikbaar voor algebraische vergelij-
kingen, waar de functie in kwestie dus een polynoom is. Aangezien deze
methodes in elke stap een functie-waarde, en Newton bovendien de waarde
van de afgeleide, behoeven, zullen we eerst nagaan hoe de waarde van een

polyncom en zijn afgeleidén berekend worden,

Tolo Rekenwiéze van Horner

Zij gevraagd de waarde voor x = p van een n-de graads polynoom en zijn
afgeleiden, als het polynoom wordt gegeven door

To1:00 A(X) = a Xn + a Xnm1 + o000 * 8

0 1 ne1> *an

We berckenen achtereenvolgens voor i = 0(1)ns
Tolols bi = ai + pbi»%”

waarbij per definitie b . = 0, dus b

& 8.0
1 0 0
Deze rekenwijze levert niet alleen de functie-waarde, n.l.:

bn = Alp),

maar bovendien geldt:

A(x) = (x = p) B(x) + b.s

waarbij

Ne= 1
0

1}
(=2
™

B(x) + c00 F D X ¥+ Db
n

) n=1°

Om de afgeleide te krijgen, doen we hetzelfde met B(x), m.a.w, we

berekenen c; = bi + pe, _, voor i = 0(1)n=1, wederom per definitie stel-

lend ey = 0, Dan wvinden we dus
B(x) = (x = p)C(x) + ¢,
waarbi]
=2
C(X) = coxn * o600 +* cnu2°

Blijkbaar geldt nu P At (p)e

Berekenen we vervolgens op dezelfde wijze co&fficié&nten d;, dan vinden we
= 1pM

dn‘ge o= 2A (P)o

Deze rekenwijze heet rekenwijze van Horner,
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Men zet de optredende getallen aldus in schemas

a, = bo = ¢ = do

a b1 c1 d.

- b, ¢y 4,

o o o 5

o o o o

6 o o o

%12 Pn2z Cne2 a4z = 2A"(p)
a=1 ot Cpaq = A" (D)

a8 b = A(p)

Bouwen we het schems verder nasr rechis uit, dan vinden we in feite de
coéfficiénten van de Taylorontwikkeling van het polynoom A(x) in het punt

X = p3
A(x) = A(p) + A" (R)(x = ) + 3A"(D)(x = D)2 + oo + iy AP (p) (x - p)P

= bn +c (x = p) + dnma(x - p)2 + coo * ao(x - P)no

ggﬁaven 8

95) Bereken zo nauvkeurig mogelijk het nulpunt uit de volgende tabel
x £(x) (uit NoBoS.=AoMeSe 55 po 49k),
2,3  +,09408798
2.4  +,07218365
2,5 +,05158229
2.6 +,03235987
2,7 +,01457248
2,8 =,0017hikk
2,9 =001655931
3.0 =,02987272
3,1 =.04168613
3.2  =,0520155h

96) Bepaal met de regel van Newton het re&le nulpunt van f(x) = x + In(x),
97) Bepaal de reéle nulpunten van het polynoom
% - Qxh + h2x3 - 66x2 = U3x + TS5,
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T.2. Reele nulpunten van een polynoom

Voor het vinden van een reel nulpunt tracht men eerst een interval
te vinden, waar de functie van teken omslaat. Is het polynoom van
oneven graad, dan lukt dit gemakkelijk, nl., voor een zeer groot getal
m geldt f{m) x f(=m) < 0,

Bij het handrekenen probeert men enige gehele argument-waarden, tot-
dat tekenomslag wordt gevonden tussen twee opeenvolgende gehele ge=
tallen,

In een programma gaan we liefst uit van een niet al te grote m. Men
kan als m nemen een bovengrens voor de absolute waarde van alle
wortels, Een geschikte bovengrens levert de volgende

Stelling, Zij gegeven een polynoom A(x) volgens T.1.0, waarbij

ay # 0, Z1J 1
3
To2:06 Vv = max ) :"tk" °
k=190009n a'O

Dan zijn alle nulpunten van A(x) in absolute waarde kleiner dan 2v.
Bovendien is het absoluut grootste nulpunt in absolute waarde min=-
stens v/n.

Voor een polynoom van oneven graad kunnen we dus uitgaan van de
bovengrens m = 2v en de veilige lineaire interpolatie toepassen

met het vellige begin-interval [émg HJ@

Voor een polynoom van even graad kan het moeilijk, of zelfs onmoge=
1ijk, zijn een interval te vinden waar tekenomslag optreedt. Met
name de gevallen: 2 bijna samenvallende reele wortels, 2 samenvale-
lende reele wortels, 2 bijna samenvallende toegevoegd complexe wore
tels, zijn moeilijk te onderscheiden en kunnen door futiele wijzi-
ging der co&ffici&nten in elkaar overgaan.

Vindt mén geen tekenomslag, dan zit er niets anders op, dan uitgaan=
de van gekozen benodigde startgegevens een der bovengenoemde iteratie=
processen te proberen en te hopen dat dit convergeert,

Heeft men een wortel gevonden, dan kan men de factor x=p uitdelen

met het Horner-schema {zie T.1) en met het quoti&nt B(x) de bereke=-
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ning voortzetten, Dit kan men herhalen totdat alle wortels gevonden
zijn. Om voldoende precisie voor alle wortels te krijgen, is het van
belang dit uitdelen in extra precisie te doen, waarbij ook de ge=
bruikte p extra precisie moet hebben, Bij hoge graads polynomen is
het bovendien raadzaam de aldus gevonden wortels nog te controleren
en te verbeteren (bv, met een of meer Newton=slagen) aan de hand van

het ocorspronkelijke polynoom,

To3. Horner schema voor complex argument

Voeren we de Horner rekenwijze (7.1) uit voor complex argument
u + viy, dan vergt dit Un vermenigvuldigingen. Als het polynoom
reele coéfficiénten heeft, kan dit tot 2n gereduceerd worden.

Hiertoe delen we gelijk met de factor x = u = vi de toegevoegd
complexe factor uit. Hun product is reeel en heeft de gedaante

2

(x2 - 2ux + u~ + v2) =

(x = u = vi)(x = u + vi)

2
=X = DX = Qp
. s 2 2
waarbij we nu stellen p = 2u en q = «=(u~ + v ),

Uitdelen van deze quadratische factor levert een rest van de graad

&én, dus we mogen stellen:

To30le  A(x) = (x2 -~ px = q)B(x) + Rx + S,

. s - n=2 N=3

waarbij B(x) box * b.x + co0 * bn33x *b o
Hieruit volgt

0 = 3
Te3620 b‘g = a1 + pbo

bi =a; ¥ pbi,1 + q’bim2 voor 1 > 1,
Stellen we bm.E = bne = 0, dan geldt de biuformule ook voor i = 0 en
1o Voor i = n = 1 levert deze formule juist R, m.a.we.
Te3630 R = bn¢1 = a1 * pbnm2 + anm3
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en tenslotte

7030’40 S = a.n + anmeg

De functie=waarde voor het argument u + vi is dan blijkbaar

To305s Alu + vi) = Ru + 8 + Rvi,

7

To4, Complexe nulpunten van een polynoom

Men kan complexe nulpunten berekenen met behulp van de formule

van Muller (zie sectie 5), waarbij de functie=waarden voor complexe
iteraties worden berekend volgens het complexe Horner=schema (Te3)s
Deze methode leent zich goed voor automatische berekening, ofschoon
convergentie niet is te garanderen., Het is dus zaak, als de gewen=
ste precisie niet bereikt wordt, na een beperkt aantal iteraties
het proces te onderbreken,

Het is bovendien van belang iteraties met een al te grote absolute
waarde (bv, iteraties > 2v vgl, stelling (7.2.0)) te verwerpen en
door'iets geschikts te vervangen,

Van de formule van Muller is onlangs een veel eenvoudiger variant
van Traub bekend geworden,

Om deze af te leiden gaan we weer uit van Newton's interpolatie-
formule op de basispunten X50 Xq8 X €D berekenen hiervan een nule

0

punt x,o Stellen we weer h, = x = X;, dan krijgen we (vgls 5.001):¢

3 i+1

Toliols f%(xg) = fEx2] + fEx1gx2]h2 + f[#ongexé]hz(hz + hj) =0

Dit is een vierkantsvergelijking in h2° De co&fficiént van h2 luidt

P= fEx1,x21 + ngong,xélh1 en de kleinste wortel h, is (vgle 5.1):¢
2f£x21

P+ Vpe - hf[¥09X1axél f[z2]

70h020 h2 E m

waarbij het teken van de wortelvorm, die we r noemen, z0 gekozen

wordt, dat p en r een niet=-stompe hoek maken,
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To.5. Methode van Bairstow.

Deze methode is speciaal voor polynomen, en geschikt zowel voor
handrekenen als voor het rekenen met een computer. We trachten een
quadratische factor x° - Px = q te vinden (p en gq reeel), waarbij
de wortels van deze factor een reeel paar of een toegevoegd complex
paar mogen zijn. Hiertoe schrijven we het polynoom A(x) in de vorm
(7-3.1)o Nu is x2 - p X = q slechts dan een factor van A(x) als de
rest R x + S véidwijnt,;moaowo we moeten p en g zodanig bepalen

dat R =8 = 0, Nu zijn R en S functies van p en g en het probleem

is dus herleid tot het oplossen van het stelsel vergelijkingen
70501 R(PQQ)
S(p,a)

De methode van Bairstow bestaat nu ult het oplossen van dit stelsel

0
0,

met de formule van Newton (zie sectie 6).
Moaow, uitgaande van startwaarden p = Pys 4 = qo9 hebben we in de

i-de stap op te lossen het lineaire stelsel

3R oR
3p PP Teg feT R
To502
38 38
3p LPtEg ha=-S

waarbij de waarden van R en S en hun partiele afgeleiden worden ge-
nomen Voor p = p. €n ¢ = q..
Om de partiele afgeleiden te vinden, differentieren we eerst formule

(7.3.2)¢

db ab b gb b

1 0 1 o 0
= = 4 p o =D = = =0
9 o] 9 o ? 9 9 ]
ab. ab. oD,

i_y +p 11 q 1=
P Lol dp ap °®
Sbi Bbi 1 Bbi 5
e bio*P og *a og (i>1)

Vergelijken we deze formule met (7.3.2), dan zien we dat
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39b. b,
35— en 533 aan dezelfde recurrente betrekking voldoen als bi

mits we hierin a, vervangen door bi respectievelijk 'bi . Daarom

1 2
passen we hetiHorner schema nogmaals toe, nu op B(x), en krijgen

B(x) = (x2 - px - q) C(x) + ch3 X+ b _,tac .
n-l

waarbi]j c(x) = c X * oot ey o

De recurrente relatie voor de ci Juidt nu

co = bo
To5.k,
c1 = 'b1 + p cO
. = o » + . i o
c; b1 +p s q e, , Voor 1 > 1

Vergelijking van (7.5.3) en (T.5.4) levert onmiddellijk (mits we

c ¢, = 0 stellen):
ob. 9b.
3P i=-1 %3q i=2 °

Dus in het bijzonder, wegens R = bn—Tg

R _ . AR _ .
ap n-2 * 3q n-3 °

En tenslotte
b

3B ., B2,
p q dp 1 %3
b
35 N2
) 1 + °
oq bo*d 9q n-2 © 4 Cpal

Het op te. lossen stelsel (7.5.2) krijgt dus de gedaante:

3 = o
c Ap cnw3 A g b

Nn=2 N1

To505

a3 Ap+ (bn__2 +q cn_h) Ags= = a ~-q bn—2

Tellen we p x de eerste vergelijking bij de tweede op, dan wordt het

rechterlid - bn (volgens formule (¥.3.2) met i = n), de coefficient
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van A q wordt c, en de coefficient van A p wordt

-g
To5.60 M=rp c -*a Ch3 (= c 1" bn~1)°
Het stelsel luidt dan
7e5oTo cnnz A P + Cnm3 A g = = bn‘—‘l
MAD+ c o A g == bn
De determinant van de matrix is
- 2
T.5.85 D= c o - Mec 03

en de oplossing luidt
)/D,

(M bn_1 -c bn)/D°

Ts5.90 Ap=(c

n=3 bn ) bn-1

i}

A g
Hiermee vindt men een nieuwe schatting
R = . . = o
Piyg =P; * 4D, q = +4aq,

waarmee de bewerking wordt herhaald.

Tenzij men iets beters weet, kan men beginnen met P, =4d, = 0.
Convergentie kan ook hier niet worden gegarandeerd. Indien evenwel
het proces convergeert, is het gquadratisch convergent. Moellijkheden
treden op als D = 0 of zeer klein is.

Heeft men eermaal een wortelpaar gevonden, dan kan men met gquotient
B(x) de berekening voortzetten om verdere wortels te vinden.

Bij een dergelijke werkwijze zal men evenwel precisie verliezen. Het
is dus raadzaam p en g in extra precisie te berekenen en de laatste
complexe Horner ock in extra precisie te deen. Bij hoge graads poly-
nomen doet men goed om ter controle en correctie een aldus gevonden
paar p,q als start te nemen voor een paar Bairstow-stappen met het

oorspronkelijke polynoom.



Voorbeeld xh -2 x3 -l x4+ 5% =6
p=20 p=2 P = .61
q_=0 q="’105 q_-'—o58
B c B c B c
1 1 1 1
-2 ) 0 2 =1,3900 ~,T7800
”)4 ”)‘" ‘-5 o 5 “'3 ""5 a )4279 "60 h837
5 M=0 -6 M==9 +2,4952 M=-3,5027
=6 =9.T5 =1.3297
D =16 D =27 D = 39,31 :
Ap = 2 Ap = =1,39| = Ap = 438
Ag = =1,5 Aq = .92 Ag = =442
Hierna vindt men:

P q
1,048 =1,022
29985 -s 9991
1,0000 =1.0000 met b =1 en by - 6.

Dus de 2 quadratische factoren zijn x2 -x+ 1en x2 « X = 6 en de
wortels zijn + 3, - 2 en (1 + i /3)/2.

Oggaven

98) Bepaal in 6 decimalen alle nulpunten van

a) 32 x3 - 48 x2 + 18 x = 1

L

b) x = 16 x3 + T2 x2 - 96 x + 24

99) Bepaal met de methode van Bairstow in 5 decimalen de nulpunten
van:

a) xh -2 x3 + 7 x2 +x + 1

&



100)

101)

179

6 5

b) x + 8 x” + 2k xh +36 x° + 72 x° + 36 x + 30
a) Schrijf een Algol procedure, die de waarde van een polynoom
met reele coefficienten berekent voor complex argument met

behulp van het complexe Horner=schema (T.3).

b) Schrijf een Algol procedure, die een paar nulpunten van een
polynoom bepaalt met de methode van Bairstow,

Deze mag natuurlijk de vorige procedure gebruiken.

Scehrijf een Algol programma, dat alle nulpunten van een poly-
noom berekent, waarbij al of niet mag worden aangenomen, dat
alle nulpunten reeel zijn.

Stel enige geschikte polynomen op en laat hiervoor het program-

ma uitvoeren.
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Hoofdstuk 6., Eigenwaarden en vectoren van matrices

0, Literatuur.
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27 V.N. Faddeeva, Computatibﬁal methods of lineair algebra (1959).

28 D.K. Faddeev & V.N., Faddeeva, Computational methods of linear
algebra (1963).

29 J.H. Wilkinson, The algebraic eigenvalue problem (Oxford 1965) .

1o Theorie,

Het algebraische eigenwaarde-probleem kan als volgt worden geformuleerd.
Gegeven een vierkante matrix A van de orde n, zoeken we getallen A,

waarvoor het stelsel lineaire vergelijkingen
101 Ax = Ax

een oplossingsvector x # G heeft. De waarden van A, die voldoen, heten

eigenwaarden van A en een bij zo'n A horende vector x heet eigenvector

van A,

Figenwaarden

We kunnen het stelsel (1.1.) ook schrijven in de vorm
1.2 (A-AI)x =0,

waarbij I de eenheidsmatrix van de orde n is. Dit stelsel heeft dan

en slechts dan een oplossing x # 3 als
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103 det (A. i )\I) = Oo

Dit is een algebraische nde-graads vergelijking. Deze vergelijking

heet de karakteristieke vergelijking van A en het polynoom det (A-AI),

of ook wel det (AI=A), dat 1 als co&fficiént van AR heeft, heet het

karakteristieke polynoom van A,

We beperken ons tot reé€le matrices. De coé€fficiénten van het karak-
teristieke polynoom zijn dan kennelijk ook re&€el. De eigenwaarden
zijn dus re8el of complex en, als ze niet re€el zijn, verschijnen ze

als toegevoegd complexe paren.

Eigenvectoren.

Bij elke eigenwaarde hoort minstens &&n eigenvector en bij een enkel-
voudige eigenwaarde (d.i. een enkelvoudige wortel van de karakteris=-
tieke vergelijking) hoort ook slechts &&n eigenvector. Zo’n eigenvector
is, wegens de homogeniteit van (1.1.) , op een factor na bepaald.

In de praktijk wordt een eigenvector vaak op geschikte wijze
genormeerd, bijv. zd dat zijn lengte of zijn absoluut grootste

element gelijk aan 1 is. Eigenvectoren horende bij verschillende
eigenwaarden zijn lineair onafhankelijk, Zijn alle eigenwaarden
Al,GBOQXn verschillend, dan horen daar dus n lineair onafhankelijke
eigenvectoren XypeoosX bij, die samen de hele n-dimensionale ruimte

opspannen. Mca.w. een willekeurige vector v kan worden geschreven als

Vv =E0.X, *F oo O X o
11 nn

Lagt de ide element van eigenvector x., worden aangeduid met Xij’ dan
vormen deze elementen samen een matrix X = (xij)o Als we bovendien de
eigenwaarden Aj” j=14000,n, Op de diagonaal van’een diagonaal matrix

zetten, m.a.wo

Ap 0
e (0 A = diag (pseoendy)s

dan krijgt de volledige oplossing van het eigensysteem (1.1.) voor
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A H,emoskn de gedaante
Tolo AX = XA o

Omdat de eigenvectoren x. lineair onafhankelijk zijn, is X niet-

. . -1
singulier, m.a.w. X  bestaat. Dus

1.5, X ax = A

Een transformatie, die aan een matrix A toevoegt een matrix XalAX heet

gelijkvbrmigheids-transformatie en de matrices A en X_1AX heten

gelijkvormig, MeloWos

Definitie. Twee matrices A en B heten gelijkvormig als er een niet-

singuliere matrix X bestaat zd, dat

B = X" 'AX.

We hebben dus de volgende

Stellingo Als alle eigenwaarden Ajgooeakn van een matrix A verschillend

zijn, dan is A gelijkvormig met de diagonasal-matrix A = diag (A],@009An)o
Omgekeerd geldt blijkbaar ook de volgende

Stelling. Als A gelijkvormig is met een diagonaalmatrix A, m.a.w.
voor zekere X geldt X_IAX = A , dan zijn de diagonaal-elementen van A
de eigenwaarden van A en de kolommen van X zijn de bijbehorende

elgenvectoren,

Deze stelling geldt ook, als de diagonaal-elementen van A en dus

eveneens de eigenwaarden van A niet alle verschillend zijn.
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Eigensysteem bij meervoudige eigenwaarden

Bij een meervoudige eigenwaarde horen meestal meer dan &&n eigenvector.
Nu is elke lineaire combinatie van eigenvectoren horende bij eenzelfde
eigenwaarde ) eveneens een eigenvector bij X. De eigenvectoren bij één
eigenwaarde A vormen dus een lineaire deelruimte, de eigenruimte van
Ao Laat p de dimensie van deze eigenruimte zijn, dan heeft A dus
precies p lineair onafhankelijke eigenvectoren.

Laat verder A een m=voudige eigenwaarde zijn. Dan geldt p £ m, Me8oWo
de dimensie van een eigenruimte is hoogstens de multipliciteit wvan

de eigenwaarde. Als p < m, dan heet de matrix defect, mo.a.w.

Definitie. Een matrix heet defect als hij een meervoudige eigenwaarde
bezit, wiens multipliciteit groter is dan de dimensie van de bijbe~

horende eigenruimte.

Bijv., de matrix (8 g heeft een dubbele eigenwaarde 0, waarbi]

slechts &&n lineair onafhankelijke eigenvector (é hoort. Als de matrix
defect is, zijn er blijkbasar te weinig eigenvectoren om de hele
n-dimensionale ruimte op te spannen. De matrix is dan niet gelijk~
vormig met een diagonaal-matrix.

Omdat defecte matrices voor de praktijk minder belangrijk zijn en
bovendien numeriek moeilijker te behandelen zijn, zullen wij ons hier
beperken tot niet-defecte matrices. Niet-defecte matrices hebben n
lineair onafhankelijke eigenvectoren en zijn dus gelijkvormig met een

diagonaal-matrix. We noemen ze daarom diagonaliseerbaar, d.Wozo:

Definitie. Een matrix heet diagonaliseerbaar, als zij gelijkvormig is

met een diagonaal-matrix.

De begrippen "defect" en "diagonaliseerbaar" zijn dus tegengesteld.
De volledige oplossing van het eigensysteem van een diagonaliseerbare
matrix heeft dus de vorm (1.4.) en (1.5.), waarbij nu evenwel de
eigenwaarden al of niet verschillend mogen zijn. Bij meervoudige

eigenwaarden genieten de eigenvectoren een grotere onbepaaldheid dan

&
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bij enkelvoudige. Niet alleen mogen ze met een willekeurige faktor
vermenigvuldigd worden, maar ook mag als verzameling lineair onaf-
hankelijke eigenvectoren bij &&n meervoudige eigenwaarde elke basis
van zijn eigenruimte gekozen worden,

Deze onbepaaldheid moet men bij de numerieke behandeling in de gaten
houden.

Numeriek is moeilijk te onderscheiden, of eigenwaardeh gelijk zijn of
bijna gelijk. Wanneer ze bijna gelijk zijn, dan zijn de bijbehorende

eigenvectoren moeilijk te berekenen, omdat ze bijna onbepaald zijn.

Eigenrijen

Naast hét stelsel (1.1) is ook van belang het getransponeerde stelsel
1.6 ATy =AY,

ook wel geschreven als

1.7 y?A = AVT

Matrix AT heeft kennelijk dezelfde eigenwaarden als A. De oplossings-
vectoren yT heten eigenrijen van A en ter onderscheiding hiervan he=-

ten de eigenvectoren ook eigenkolommen. We hebben dan de volgende

Stelling: Een eigenkolom en een eigenrij horende bij verschillende ei~-
genwaarden staan loodrecht op elkaar.

Als A enkelvoudige eigenwaarden heeft en Y de matrix der eigenvecto-
ren van AT is, is dus blijkbaar YTX een diagonaal-matrix. De eigenko-
lommen en -rijen worden zd genormeerd dat TTx = T is,

Als A meervoudige eigenwaarden heeft en diagonaliseerbaar is, is Ai
ook 8iagonaliseerbaar. Men kiest in dit geval de bases in de eigen-

T

ruimte en de normering z56, dat Y X = I. Dan hebben we dus voor diago-

naliseerbare matrices:
A= x0ax = YoAx = YoA (¥5) TV,

we kunnen dus een diagonaliseerbare matrix A schrijven als
A= 1x"" = XAYY , meaewe

Stelling: Fen diagonaliseerbare matrix A met eigenwaarden Ai’ en bij-

. . . s T .
behorende eigenkolommen xi en eigenrijen yi kan worden geschreven in
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de gedaante

Reéle symmetrische matrices

Een belangrijk bijzonder geval zijn de re&le symmetrische matrices. Zij
komen in de praktijk vaak voor en zijn numeriek prettiger. De eigenwaar-
den zijn in ait geval altijd refel, Men normeert de eigenvectoren vaak
z6, dat de lengte 1 is. Dit heeft tot gevolg, dat, indien alle eigen=
waarden verschillend zijn, de matrix X der eigenvectoren orthogonaal

is, deWaZo XTX = I, Een symmetrische matrix is, ook indien z1] meervou-
dige eigenwaarden heeft, altijd diagonaliéeerbaar@ Men kiest bij meer=
voudige eigenwaarden orthogonale bases in de eigenruimtes, zodat de
matrix X der eigenvectoren bij normering op lengte 1 ook orthogonaal

ise

2. Directe methode

De meest voor de hand liggende methode, die echter numeriek slechts
bruilkbaar is voor zeer lage orde, is de volgende.
Bereken eerst de co&fficienten van het karskteristieke polynoom

2.1 det (AT = A) = 2" + c,ixn"‘ oo o,

bereken vervolgens de nulpunten hiervan (zie hoofdstuk 5) en los daar=-
na voor de aldus gevonden eigenwaarden de betreffende stelsels voor de
eigenvectoren op.

De co&fficienten vinden we meteen uit (2.1). 0.@.:

[ aeln]

¢, = = spoor (A) = = . a4
1=1
¢, = 1 ¥ii %1
2.2 St A FAPE
n-1 ¢
) C g = (=1) i£1 m;; » waarbij m,. = minor ven a,,
c. = (=1)" det (4)
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Voor hogere orde (>5 zeg) wordt de berekening van deze co&fficienten
al spoedig tijdrovend. Een veel ernstiger nadeel voor hoge orde is, dat
de eigenwaarden vaak veel gevoeliger zijn voor fouten in de coéfficien~

ten C: » dan voor fouten in de elementen van A,

2.3 Voorbveelden

Voorbeeld 1 uit [25] pag. 65

33 16 T2
A= | =2k -10 =57
=8 =l =17

De karakteristieke vergelijking luidts 13 - 6A2 + 11X =6 =0

De eigenwaarden zijn A, =1 , A, =2 , A, = 3,

1 2 3

De eigenkolommen zijn

-15 -16 L
x, = 12 » X, = 13 X3 = =3

L L =1
De eigenrijen zijn
T ' T T

y] = (19 0, L) 9 y2 = (09 1 =3) ? Y3 = (hw hs 3)s
De vectoren zijn 28 genormeerd, dat yiT X; = 1.

Na het berekenen van een eigensysteem is het aan te bevelen te contro-

leren of de relaties Y'X = I en eventueel ook 2» Ai X, yiT = A geldens,

Voorbeeld 2 symmetrische matrix

1 2 N
A=}2 L 8
i 8 16

Karakteristieke vergelijking: A3 - 212 = 0.

Eigenwa_arden,)\1 = A2 =0, A, =21,

Eigenvectoren:

= | 0O = o] 17 = - 2
Xy T VAT o Xp T 35T |7 X3 T VBT
=1 8 L



187

2.4 Complexe eigenwaarden en ~vectoren

Laat matrix A van de orde n een complexe eigenwaarde A + ui bezitten
en laat r + si een bijbehorende eigenvector asnduiden. Dan luidt het
op te lossen lineaire stelsel

(A= =pi) (r+si)=0.

Dit is equivalent met het volgende re&le stelsel van de orde 2n:

A= AL , +ul r\gy 0
D>
- ul 4 A= AI Jis fO

Als A + pi enkelvoudig is, heeft dit systeem de rang 2n = 2, M.a.W. We
kunnen 2 vergelijkingen schrappen en twee onbekenden willekeurig kiezen.
Door deze keuze worden re€el en imaginair deel van de normeringsfactor

vastgelegd,

Voorbeeld‘

1 -2
A =
: 2 1

Karakteristieke vergelijking: A2 w2\ + 5 =0

Eigenwasrden: A] =1+ 21, A2 =1 = 2i
Het op te lossen stelsel voor de eigenvector X, =r+ si van Al luidt
-2 2 r, 0
0 2 r, ) 0
- 0 =g 8, 0
0 =2 2 0 32 0
We kunnen kiezen r, = 1 , s, = 0 en krijgen dan

1

en de eigenrijen zijn, na normering:

T . T .
y1=%(191)’y2=%(19-1)
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Oggaven

102) Bereken in T cijfers nauwkeurig de eigenwaarden en genormeerde

eigenvectoren van de volgende matrices

6 3 60 30 20
3 21, 30 20 15

20 15 12

103) Bereken in 5 cijfers nauwkeurig de eigenwaarden, eigenkolommen en

eigenrijen van

2 3 U5 =090 - 2T o140
61, 0 1 230 0
T 8 9 1 0 0 0

"’058 O O 1
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3, Matrix-maal=vector iteratie (power method)

Deze methode is een vector=-iteratie, d.w.z. de iterates zijn vectoren,
die we aanduiden met u<o)a u(ﬂg u(2)» ooo (vglo po 146 en 152). De
(0)

start=vector u wordt gekozen en de iteratie-stap luidts

30001 u(1+1> = Au(i)o

De methode heeft alleen succes als A een dominante eigenwaarde heeft,
d.WeZ. een eigenwaarde die in absolute waarde alle andere overtreft,
We nemen gemakshalve asn dat deze dominante eigenwaarde enkelvoudig
is, Als de eigenwaarden volgens absolute grootte geordend zijn, hebben

we dus
> 1l 2 00s 2 Iyl

Verder nemen we aan, dat A diagonaliseerbsar is en dus n lineair
onafhankelijke eigenvectoren Xyp oooy X bezit, Dan kan dus iedere
vector geschreven worden als lineaire combinatie hiervan, in het

bijzonder

(0) _
3:002 u = a1x1 + Q2X2 + s00 +* anxno

Gaan we nu itereren, dan krijgen we

(1) _ ,.(0) _
u = Au = a,!)\lx1 + a212x2 + s00 * anknxna en algemeen

i i i
+ 5
a1A1x1 + G2A2X2 oo anlnxno

(i)

3,0.3 u

Nu nemen we aan dat o, ongelijk aan O is, Dan geldt

SN CO ALY - UMY LU §
1718 a, 11 2 ° a, A1 n

A s
Omdat (?g)l voor k > 1 naar O convergeert, convergeert de richting van
u(l) (1) zelf conver=

1 . . .
naar de richting van de eigenvector x.. De vector u

1
geert echter niet, omdat de factor a1ki naar oneindig of naar O gaat,
(i)

Deze factor werken we weg, door de vector u te normeren,

&
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3.1 Intermezzo over normen

De norm van een vector v wordt aangeduid met ||v|]|.

Het belangrijkste zijn de volgende twee normen:

30101 !ivl! = V&? + oo0 ¥ vi - (Buclidische norm),
30102 Hell = max vl
k=‘ﬂgooogn

Delen we een vector v # 0 door zijn norm, dan ontstaat een genor=
1 :

meerde vector w = TTITT v
_‘V; °

Bij gebruik van de Euclidische norm, krijgen we een vector w ter

lengte 1 en bij de tweede norm heeft w een absoluut grootste element 1,

(1)

Keren we terug tot onze iteratie=vector u' ‘. o At
1 (i) . - 717
De gen?rmeerde vector TT:TT7TT u is gelijgk aan TT:T?TTT mael een vec
tor, die naar X, convergeert,
“1A?
Blijkbaar moet dan mmm737mu naar 1 convergeren, Samenvattend hebben

u
we de volgende

3.2 Stelling, Zij A een diagonaliseerbare matrix met enkelvoudige
(0)

dominante eigenwaarde A, en bijbehorende eigenvector x.,. Zij u een

1 1
start-vector, zodanig gekozen dat a, # 0 in (3,00,2). Dan geldt

1 .
36251 lim mm-n;_nrrr u(l) = X0

iso ||u

De eigenwsarde hierbij kan op verschillende wijzen worden berekend.

We hebben namelijk

JLis)
36202 lim-Um-—{Trnu= I)\‘iI”
a7}

J-p00
(i+1)
30203 lim = A B
3w “kzl; 1
(i)

waarbij k zo genomen wordt, dat u .~ een element van u

(i)

met maximale

absolute waarde is.

&
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De afleiding van 3.2.3 verloopt als volgt.
Meestal zal k op den duur costant worden en dan hebben we wegens
(3.004): '

6. A .
(i+1) 0, + =G x,
Y - 1"
1) ™M o, A, - °
U : x, . + -g(-g)l + coa
k1~ Ay X2
(i)

Omdat %1 de limiet is van uk(l) en u '
zeker # 0. Dus
*%1

a A, s b'd
(i+1) 1 +a“2-("x’g")l+1 ’}"c"l'{“%' o000
Y N 1" k1
W 1 1+i?-»(~;£)i X2,
1M i
O, An X
2, 2 2 k2
v A0+ OO RO =+ ooo )
1 1 1 k1
= }“1(1 + éi)
Waarbi] éi de relatieve fout is.
Blijkbaar geldt
A
2
EC L
" (i+1)
k . . .
Moaows > convergeert lineair naar A, met convergentie-factor
uk(15 1
Beschouwing van (3.0.4) leert dat de convergentie van ___%_Tmm u(l)

[lu']]

eveneens lineair geschiedt met dezelfde convergentie~factor Tg o
1

Als ]Azl maar weinig kleiner is dan lk1|, moeten we dus op een

zeer langzame convergentie rekenen.,

A
A

1

aQ
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3.3 Opmerkingen

a) De iteratie convergeert naar A, en x, als a1 £ 0,

1
Start men toevallig met een u(g), waarvoor o, = 0, dan zal toch

1

door afrondingsfouten op den duur x, erin komen (d.w.z. e, # 0

1

worden) en de iteratie naar x. convergeren (wat natuurlijk wel

veel tijd kost).

1

(i)

of naar 0 gaan. Dit is onaangenaam en kan eenvoudig verholpen

b) We hebben reeds gezien, dat de vectoren u of naar oneindig
worden, door de iteratie~stap (3.0.1) als volgt te wijzigen:

36301 v(i) = Au(i)

L) | T L)
R
M.a.w. in elke stap normeren we de geitereerde vector. Dan con-

i)

( .- .
vergeert u’ blijkbaar naar een genormeerde elgenvector en

!]v(i)|] convergeert wegen 3.2.2 naar lkjio

3.4 Matrix maal vector iteratie voor symmetrische matrices

Stelling (3.2) luidt voor een symmetrische matrix A blijkbaar aldus:

Als A een enkelvoudige dominante eigenwaarde A, met bijbehorende

(0) !

een startvector is, die niet
(i) |

T u naar X, o

o . i "

De convergentie is voor symmetrische A ook linealr mel dezelfde factor

A

?2 . Voor de eigenwaarde-berekening gebruikt men hetzij (3.2.2) met
1

Fuclidische norm, hetzi]j

genormeerde eigenvector x1 heeft en u

loodrecht op x, staat, dan convergeert

NESLINEEED
MELINEY

3obo > A

10
A, 2
. . 2
Deze formules convergeren eveneens lineair maar nu met factor Crn o
1
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Voor (3.3.1) vinden we namelijk wegens de orthogonaliteit van de

eigenvectoren:
. . 2.2i+1 T 2.2i+1 T
1ﬁﬂTuhH)_“ﬂ1 Xﬁ1+“£2 X X, * oo
(1) (i) =~ 221 T 2,21 T
u u alll x1x1 + a2A2 X Xy + co0
2 .
ae A2 21+1 + cCoeQ
- 2
ay 1 . o, Ag 21 A2
= A -y e aco Jo
Aq 5 - 1(1 + 2(7“) (==~ 1) + )
Om An 21 o 1 1
2,72 1
1 o + ooo
2 A1
o
Az 2
Schrijven we hiervoor weer A](l + 61) dan hebben we nu 6i+1 X ij Sso
1
3.5 Voorbeeld
261 =70 =115 1
A=/ =70 36 10 . u(o) = 1
=115 10 101 \ 1
L0 ) 2 (@ E) I € ) I 1)

76 . 952k 275039 .8900 293,64 .8759 293, bl .873L
=20 -, 3008 =78,00 =.2521 =75.18 -o 2242 =73.66 -2192
=l =50501 «117.59 -,3800 =143,25 - 1273 =146,13 -, 14349

el = 30008 11w = 335,26 [[v3)]] = 335.99

1 ¥ 336,00 en %, n u(T) =

Na 7 iteratie-~stappen vinden we A
-8T729
= ~-,2182 o

=0 )4-36)4-
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3.6 Volgende eigenwaarden en eigenvectoren

De matrix maal vector methode levert de dominante eigenwaarde Al en

bilgbehorende eigenvector x.. Om een volgende te vinden staan ons twee

1
mogelijkheden open
1) A, = 0 maken door deflatie

2) ay = 0 maken en houden door orthogonalisatie.

Ad 1, Deflatie volgens Hotelling

De deflatie volgens Hotelling verloopt voor symmetrische matrix A
aldus. A wordt vervangen door .

- T
3.6,1 Ay = A=A XX,

] genormeerd is op lengte 1, dus xfx1 = 1,

Matrix A2 is eveneens symmetrisch en heeft, volgens definitie (1.1),

waarbij x

dezelfde eigenvectoren als A met eigenwaarden 0, 12, oaogilno

Waren A19 000y An volgens absolute grootte gerangschikt, dan is nu

o

dus A, dominant, mits lxg] > |A3
De matrix maal vector methode toegepast op A2 levert dan dus 12 en X2o
Hierna kunnen we weer defleren en zo achtereenvolgens alle eigenwaarden
en =vectoren vinden,

Als A niet symmetrisch is luidt Hotelling's deflatie-formule

- T
A2 =A - Alx,gy1 R
1 de eigenkolom en y
zodanig is, dat y?x1 = 1,

m
waarblj x ; de eigenri] bi] Xj is en de normering

Ook nu heeft A2 de eigenwaarden O, 129 coag An en dezelfde eigenvec-

toren als A, Nadeel van deze deflatie-formule is, dat behalve Xy ook
y? bekend moet zijn, wat dus dubbel zoveel werk betekent., Bovendien
schijnt de nauvkeurigheid van de volgende eigenwaarden en eigenvectoren

bij deze deflatie ernstig te kunnen worden-aangetast (zie [?9] P-585).
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Voorbeeld

Deflatie van de matrix uit voorbeeld (3.5) met A] = 336,00 en
xr;f = (,8729, =.2182, -.4364) levert

4,98 =6,00 12.99
A, = =6,00 20,00 =21,99
- 12.99 21,99 37,01

Toepassing van de matrix maal vector iteratie met startvector
u‘O)T = (1,1,1) levert na 5 stappen A, ¥ 55,99,
xg = (,2670, =534k, .8019).

T

3 T Ay = AKX, =

099 1.99 1,00
1,99 k.01 2,00
1,00 2,00 1,01

Vervolgens vormen wij A

Iteratie hierop levert A3 = 6,00 en

Xy = (4067, .B16T7, .L083),

Nogmaals deflatie moet, afgezien van afrondingsfouten, de nulmatrix
opleveren. De resulterende matrix kan dus een ildee geven van de bereikte

precisies

Ad 2. Orthogonalisatie

We nemen weer aan, dat A symmetrisch is,

We kunnen tijdens het itereren o, = O houden, door in elke stap de

1
geftereerde vector te orthogonaliseren t.0.V. Xy0 Hiertoe wordt de
iteratie~stap (vglo. 3.3.1) aldus gewijzigd.

(i)

v

i
£

30642



196

genormeerd is op lengte 1.

Hierbij nemen we aan, dat x
i (i+1)

1

Op deze wijze staat w * » en dus ook u
op X,o Immers xTw(l) = xTv(l) - (va(l)) (x?x1) = 0, omdat

T 1 1
X%, = i1 verondersteld is.

» inderdaad loodrecht

Als !A1j > lk2| > IABI > 600 2 !An{9 convergeert deze iteratie naar
X5 en Aea
Hebben we Als cooy Am met hun eigenvectoren Xg9 o009 X bepaald en
‘ (i)
m+1
vervangen door:

3,63 w2 ) (X$v(i))x1 = oo = (XEv(i))xm@

zoeken we A met x .., dan wordt in (3.6.2) de formule voor w

Voor grotere waarde van m betekent dit aanzienlijk meer rekenwerk

in elke iteratie=stap.

Daarom zal men meestal de voorkeur geven aan deflatie. Heeft men
echter een zeer grote matrix met overwegend nullen, dan wil men niet
defleren, omdat deflatie een volle matrix (zonder nullen) levert.

In dit geval is orthogonalisatie aan te bevelen, omdat daarbij de
matrix, en dus ook het nul-fatroon, gehandhaafd blijft.

Bij niet-symmetrische matrices moet men, om X, te bepalen, de vector

e

hetzelfde nadeel als bij Hotelling's deflatie, dat behalve X, ook

orthogonaliseren t.0.v. de eigenri] y? - Hier hebben we dus

yf bekend moet worden.
Voorbeeld

We beschouwen weer de matrix uit voorbeeld (3.5) met

x; = (.8729, =.2182, =.h36h).

(o)T

De iteratie volgens (3.6.2) startend met u = (1,1,1) ziet er zo

uits
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Lo 0 () (1) (1) (2 & (2 (3

W u 2

76 12,00 3810 14,986 14,985 .2868 15.338 15.330 .2688
=24 8,00 =.2540 =26,92Lk =26.924 =.5153 =30,315 =30,313 =.5315
=4 28,00 .8890 L43.434 43,435 .8312 L5.816 45,820 .8033

T

Ty(0) o . T332, ]W(O)I = 31,496, x]

1
= ,0092, lw(z)[= 57,038

V1) - .0015, ]w(j)l = 52,254, xf

7o doorgaande krijgt men na 6 iteraties

.2673
A, N 56,00 , %, ¥ | =.5345
.8018

3.7 Eigenwaarden met gelijke modulus

Wat gebeurt er als de twee grootste eigenwaarden dezelfde modulus
hebben, moa.w. |[A;| = [A,|? Nemen we aan dat de andere eigenwaarden
in absolute waarde kleiner zijn en alles volgens absolute grootte

geordend, dan hebben we dus

= Dl > gl 2 eee 2 D2l
Als de matrix refel symmetrisch is, zijn de eigenwaarden ook reéel,
Gelijke modulus houdt dan slechts twee mogelijkheden in, nl,

A! = 12 of A] = wkeo

3.7.1 Het geval A, = A

D
(4

In dit geval is met X, en X, o0k elke lineaire combinatie

+ sz eigenvector bij A

(0) _

- + +ooo+
u a1x1 a2x2 + a3x3 41

1 (1) .
= + o
dan convergeert TT:TT?TT u nu naar ie eigenvector a1x1 a2x2
De convergentie 1s lineair met factor T; o
1

i

ox o Z1j de startvector

1 1

X
n'n®
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De aldus gevonden eigenvector mogen we nu gerust X, noemen, Gaan we

hiermee defleren of ten opzichte hiervan orthogonaliseren, dan levert
de volgende matrix maal vector iteratie een tweede eigenvector bij 113
die netjes loodrecht op de eerste staat.

3.T.2 Het geval A, = =)

2

Dit geval geeft evenmin moeilijkheden, mits men de iteraties om de
andere bekijkt. Dan itereert men als het ware met A2 die twee

gelijke eigenwaarden X en A heeft. Hebben we voldoende overeenstemming
tussen u(?i 2) (213, dan geldt dus voor de genormeerde u(zl)
voor Au

(2i) %
u ax, + aX,

(21) o
Au (- a111X1 - a2A1x2°

We mogen aannemen, dat A, de positieve van het paar tegengestelde

1
eigenwaarden is. De waarde hiervan vinden we (itererend volgens 3,0.1)

uit

4 21)
]|u221m2§i!
Met de aldus gevonden A? krijgen we

A u(2i) (21)

A
1 T 20Ax,

(2i) _ (21)
A
u v 2et %,

waarna normering de gewenste eigenvectoren oplevert.

3.7.3 Ogmerkingen

Hiermee zijn voor symmetrische matrices alle mogelijkheden uitgeput.
Gevallen, waarin meer dan twee in absolute waarde gelijke eigenwaarden
optreden gaan volkomen analoog. Bij asymmetrische matrices kunnen

comglexe eigenwaarden optreden.
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Dan is met A1 ook X, een eigenwaarde, en deze hebben dezelfde absolute

1
waarde. In dit geval convergeert de matrix maal vector iteratie niet.

3.8 Verschuiving van de oorsprong

Men kan trachten de convergentie te versnellen door de oorsprong te
verschuiven,’ doW.z. in plaats van met A itereert men met A-pI, voor
geschikt gekozen po

Deze matrix heeft immers dezelfde eigenvectoren, terwijl de eigenwaarden
met p verminderd zijn. Met behulp van verschuiving kan men bovendien
zowel de grootste ais de kleinste eigenwaarde bepalen, zonder de huip van

deflatie of orthogonalisatie in te roepen.

3.9 Practische toepassing

Voordeel van de matrix maal vector methode is, dat de formules

eenvoudig zijn0 Nadeel is, dat convergentie zo langzaam is, als eigen-
waarden dicht\bij elkaar liggéno '

Bij matrices van'enige omvang zal men dan ook de meéhode slechts
gebruiken voor het vinden van een betrekkelijk klein aantal eigenwaarden,
Voor grqte matrices met overwegend nullen kan de methode aantrekkelijk

zijn, omdat zij van deze nullen kan profiteren (zie 3.6 orthogonalisatie).
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Opgaven
104 a) Schrijf een procedure, die de dominante eigenwaarde met
eigenvector berekent van een gegeven matrix.

b) Schrijf een volledig programma, dat met behulp van deze
procedure en met verschuiving van de oorsprong de grootste
en kleinste eigenwaarde met eigenvector berekent.

105 a) Schrijf een procedure, die de deflatie volgens Hotelling
uitvoert bi]j gegeven symmetrische matrix.

b) Schrijf een programma, dat van een gegeven symmetrische
matrix een zeker aantal meest dominante eigenwaarden en

bijbehorende eigenvectoren berekent.

106) Bereken met de matrix maal vector methode en orthogonalisatie (in 3

dec.) de eigenwaarden en =vectoren van de volgende matrices

60 30 20 1,588k 1,331k .5811
30 20 15 1§, 1.3314  =1,0438 -.8368 |.
20 15 12 ,5811 . 8368  =.31k6

107) Bereken met de matrix maal vector methode en Hotellings deflatie

de eigenwaarden en eigenvectoren, in 3 decimalen, van

420 210 k0 105
210 140 105 8k
140 105 84 70
105 8L TO 60 /
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i, Methode van Jacobi

4,0 Inleiding

Deze methode is speciaal voor symmetrische matrices en is erop gericht
tegelijk alle eigenwaarden en eigenvectoren op te leveren.

De methode is een iteratie, waarbij de iterates nu zijn matrices

a =20 41 (@)

gelijkvormigheids~transformatie:

s ooo o DElke iteratie~stap is een orthogonale

A(1«:4-1)

40001 = R;‘! alE) R

waarbij R, een orthogonale matrix van eenvoudig type is, namelijk

k
een vlakke rotatie.

Vanwege de gelijkvormigheid blijven de eigenwaarden invariant en

omdat R, orthogonaal is blijven de iterates symmetrisch.

& (m)

Wanneer een iterate A in voldoende precisie een diagonaal-matrix is,

is het doel bereikt; de eigenwsarden van A zijn dan de diagonaal-ele-

(m)

menten van A en de eigenvectoren worden verkregen als de kolommen

van het product RO‘ R1. 500 Rm_1e

Een vlakke rotatie Rk wordt bepaald door drie gegevens, namelijk twee

indices p en q, aangevend dat de draaling plaats vindt in het vlak door

de eenheids=vectoren ep en eqs en een draaiingshoek 0. De matrix Rk

ziet er dus zo uit

AN
~N
1
Rk - cos O =3in 6
1
~
~N
1 ~,
sin © cos 6
1
N\
™~

waarbij de niet-vermelde elementen nul zijn.

BIBLIOTHEEK  MATHEMATISCH  CENTRUM
AMSTERDAM
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Precieser:

R
b4,0,2 Fidpy

(

L

(Rk)qq = cos 0, (Rk)qp = _(Rk)pq = gin 6,

Rk)ii = 1 voor i # p,q, (Rk)ij = 0 voor alle andere i en j

De matrix R;] = Rg wordt blijkbaar verkregen door sin 8 en =sin €

te verwisselen. Vanwege de eenvoudige gedaante van R

s Rk worden

in de k~de iteratie~stap slechts de p=de en de g-de rij en kolom

van A(k) gewijzigd.

Voor i # p,q geldt

a§k+1) = (A(k)R ). = agk)cos 6 + agk) sin 0 = a(k+1)
ip k'1ip 1p 1q p1
4.0.3
agk+1) = (A(k)R ). =~a§k)sin 8 + agk) cos 0 = a(%+1)
ig k'1q ip 19 q1

Blijven nog over de L4 elementen, waarvoor beide'indices p of g zijn:

(k) 2 (k)

= a(k) cos2 8 +a sin” 9 + a
: qq pa

PP

= a(k) sin2 6 + a(k) 0052 8 ma(k) sin (28)
pp aq Pa

sin (26)

’40001“'

= %(a(k) - a(k)) sin (29) + a(k) cos (26) - a(}'+'l)
a PP Pq ap

We willen uiteindelijk een diagonaal-matrix krijgen, m.a.w. de niet-
diagonale elementen moeten nul worden. Daarom maken we in de k-de

(k+1)

stap het element apq gelijk aan nul.

Deze voorwaarde bepaalt de draaiingshoek 6, namelijk

_ 5 k), (k) (k)
4,005 tan (28) = 2 apq /(aPp -8 Yo

Hierbij zullen we 6 altijd zo kiezen, dat |6| < n/h en als aéi) = aéz)

nemen we 0 = + w/k,
Het proces is iteratief, omdat elke stap de eerder gelntroduceerde

nullen weer kan verstoren.



203

4,1 De berekening van cos en sin

In feite hebben we niet de hoek 6 nodig, maar cos 6 en sin 6. Ter
afkorting schrijven we

)40100 a(k) = A’ a(k) am a(k) = U
Pa jUY qq

Dan gaat (4.0.5) over in

)40101 tan (26) = }\/uo

Omdat we 6 zo